Complexidade assinbtica de programas

Técnicas de analise de algoritmos sao consideradasspategrantes do processo moderno de re-
solver problemas, permitindo escolher, de forma raciamal,dentre varios algoritmos disponiveis
para uma mesma aplicacao. Se a mesma medida de custoadagi diferentes algoritmos, entao &
possivel compara-los e escolher 0 mais adequado pataeesg@roblema em questao.

Quando conseguimos determinar 0 menor custo possivealgsotaer problemas de uma determinada
classe, como no caso de ordenacao, temos a medida dadditleiherente para resolver tais proble-
mas. Além disso, quando o custo de um algoritmo €& igual atomausto possivel, entao podemos
concluir que o algoritmo étimo para a medida de custo considerada.

Para medir o custo de execu¢cao de um algoritmo & comumirdgfira funcdo de custoou funcao

de complexidadef, ondef(n) & a medida do tempo necessario para executar um algoréraam
problema de tamanha Sef(n) & uma medida da quantidade do tempo necessario para&xeout
algoritmo em um problema de tamanhcentdof &€ chamadéuncao de complexidade de tempdo
algoritmo. Sef(n) & uma medida da quantidade de memoria necessaria paaaxem algoritmo

de tamanha, entaof & chamaddéuncao de complexidade de espagdo algoritmo. A nao ser que
haja uma referéncia explicitd,denotara uma funcao de complexidade de tempo daqui Jezata.

E importante ressaltar que a complexidade de tempo naadalitBo representa tempo diretamente,
mas o nimero de vezes que determinada operacao conksidetavante & executada.

A medida do custo de execucao de um algoritmo dependegaintente do tamanho da entrada dos
dados. Por isso, € comum considerar-se o tempo de exedaga@m programa como uma funcao do
tamanho da entrada. Entretanto, para alguns algoritmassto de execucao € uma funcao de entrada
particular dos dados, nao apenas do tamanho da entradapesenom algoritmo de ordenacao, pois
se os dados de entrada ja estiverem quase ordenadospetg@oitmo pode ter que trabalhar menos.

Temos entao de distinguir trés cenarios: melhor casw,qaiso e caso médio. @elhor casocor-
responde ao menor tempo de execuc¢ao sobre todas asgissitradas de tamanho O pior caso
corresponde ao maior tempo de execuc¢ao sobre todas adastte tamanhe. Se f € uma funcao
de complexidade, baseada na analise de pior caso, ent&boode aplicar o algoritmo nunca & maior
do quef(n).

O caso nedio corresponde a média dos tempos de execucao de todasatasrde tamanho. Na
analise do caso médio, uma distribuicdo de probahiédasobre o conjunto de tamanhé suposta,

e 0 custo médio & obtido com base nesta distribuicdo. eBsa razao, a analise do caso médio &
geralmente muito mais dificil de obter do que as analisesielhor e do pior casdE comum supor
uma distribuicdo de probabilidades em que todas as estrpdssiveis sao igualmente provaveis.
Entretanto, na pratica isso nem sempre € verdade.

Considere o problema de acessar os registros de um argravésitio algoritmo de pesquisa seqien-
cial. Sejaf uma fungao de complexidade tal qfie:) & o nUmero de vezes que a chave de consulta &
comparada com a chave de cada registro. Os casos a consélerar

melhorcaso f(n) =1
pior caso f(n)=n
casomédio f(n)=(n+1)/2
O melhor caso ocorre quando o registro procurado & o prinwinsultado. O pior caso ocorre



guando o registro procurado € o Gltimo consultado, oa@n&o esta presente no arquivo; para tal, &
necessario realizar comparacoes (considerando uma seqiiéncia nao om@erzara o caso médio,
considere toda pesquisa com sucessop;3er a probabilidade de queeésimo registro seja pro-
curado, e considerando que para recuperaesimo registro sao necessariasomparacoes, entao
f(n)=1Xxp+2Xpa+3Xp3s+...4+nXDp,.

Para calculayf (n) basta conhecer a distribuicao de probabilidageSe cada registro tiver a mesma
probabilidade de ser acessado que todos 0s outros, gntdd /n, 1 < i < n. Neste casq¢f(n) =

T142+3+...4n) = + (%) = 2+l A analise do caso esperado para a situagdo descrita

revela que uma pesquisa com sucesso examina aproximadametaide dos registros.

A ordem de crescimento do tempo de execug¢ao de um algofttmece uma caracterizacao simples
da eficiéncia do algoritmo, e também nos permite compad@sempenho relativo de algoritmos
alternativos. Por exemplo, uma vez que o tamanho da entragatorna grande o suficiente, um
algoritmo com tempo de execucao de pior caso da ordemlden, vence um algoritmo para o
mesmo problema cujo tempo de execucao no pior caso & @éanodén’. Embora as vezes seja
possivel determinar o tempo exato de execu¢ao de umitahgor precisao extra, em geral, nao vale
o esforco de calcula-la. Para entradas grandes o bastardenstantes multiplicativas e os termos de
mais baixa ordem de um tempo de execucao exato sao dovsipatbs efeitos do proprio tamanho
da entrada.

Quando observamos tamanhos de entrada grandes o sufiaeat®mar relevante apenas a ordem
de crescimento do tempo de execucao, estamos estudaficiéacg assintotica dos algoritmos. Ou
seja, estamos preocupados com a maneira como o tempo de&xeeuum algoritmo aumenta com
o tamanho da entrada no limite, a medida que o tamanho dedardumenta indefinidamente (sem
limitacdo). Em geral, um algoritmo que & assintoticateenais eficiente sera a melhor escolha para
todas as entradas, exceto as muito pequenas.

A seguir, discutiremos a analise assintotica de alg@sten entao, faremos veremos o comportamento
de fun¢Bes que surgem comumente na analise de algoritmos

1. Comportamento Assinbtico de Fung@es

Para valores suficientemente pequenosidgualquer algoritmo custa pouco para ser executado,
mesmo o0s algoritmos ineficientes. Em outras palavras, dhesdo algoritmo ndo & um problema
critico para problemas de tamanho pequeno. Logo, a arddislgoritmos é realizada para valores
grandes de.. Para tal, considera-se o comportamento assintoticaug®és de custo. O comporta-
mento assintotico dg¢(n) representa o limite do comportamento do custo quand@sce.

A analise de um algoritmo geralmente conta com apenas algoperacdes elementares e, em muitos
casos, somente uma operacao elementar. A medida de custedida de complexidade relata o
crescimento assintotico da operacao considerada. éirgegdefinicdo relaciona o comportamento
assintotico de duas func¢des distintas.

Definicao: Uma fungaof (n) domina assintoticamente outra fungfa) se existem duas constantes
positivasc e m tais que, para > m, temos|g(n)| < ¢ x |f(n)].

O significado da definicao acima pode ser expresso em tegrafisos, conforme ilustra a Figura 1.

Exemplo: Sejamg(n) = (n + 1)? e f(n) = n?. As funcdeg(n) e f(n) dominam assintoticamente
uma a outra, desde qligr + 1)?| < 4|n?| paran > 1 e|n?| < |(n + 1)?| paran > 0.

Knuth sugeriu uma notacao para dominagao assintRiae expressar qyén) domina assintotica-
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Figura 1. Domina¢ &o assint 6tica de f(n) sobre g(n)

menteg(n) escrevemog(n) = O(f(n)), onde se |1&(n) & da ordem no maximg(n). Por exemplo,

quando dizemos que o tempo de execut&e) de um programa &(n?), isto significa que existem
constantes e m tais que, para valores demaiores ou iguaisa, T'(n) < cn?. A Figura 1 mostraum
exemplo grafico de dominagao assintotica que ilustratagdo0O. O valor da constante. mostrado

€ o menor valor possivel, mas qualquer valor maior tambd#&alido.

As fun¢des de complexidade de tempo sao definidas sobreeo®s nao negativos, ainda que possam
ser nao inteiros. A definicao abaixo formaliza a noteg& Knuth:

Definicao notagio O: Uma funcaog(n) &€ O(f(n)) se existem duas constantes positivasn tais
queg(n) < cf(n), para todar > m. Exemplo: Sejag(n) = (n + 1)2. Logog(n) &€ O(n?), quando
m = 1ec= 4. Isto porqugn + 1)* < 4n? paran > 1.

Exemplo: A regra da som&(f(n))+ O(g(n)) pode ser usada para calcular o tempo de execucao de
uma sequéncia de trechos de programas. Suponha tréssigeprogramas cujos tempos de execucao
sao0(n), O(n?) e O(nlogn). O tempo de execugao dos dois primeiros trech@gax(n, n?)),

que &0(n?). O tempo de execugao de todos os trés trechos & extaax(n?, nlogn)), que é0(n?).

Dizer queg(n) €O(f(n)) significa quef(n) & um limite superior para a taxa de crescimentg (@g.
A definicao abaixo especifica um limite inferior pafa).

Definicdo notago 2: Uma funcaog(n) & Q2(f(n)) se existirem duas constante® m tais que
g(n) > cf(n), para todor > m. Exemplo: Para mostrar qug(n) = 3n® + 2n? € Q(f(n)) basta
fazerc = 1, e entadn® + 2n? > n3 paran > 0. A Figura 2 (a) mostra intuitivamente o significado
da notagad?. Para todos os valores que estao a direitauge valor deg(n) esta sobre ou acima do
valor decf(n).

Definicdo notago ©: Uma fungaoy(n) € ©(f(n)) se existirem constantes positivas c, e m tais
quel < ¢ f(n) < g(n) < eaf(n), para todon > m. A Figura 2 (b) mostra intuitivamente o
significado da notacd®. Dizemos quey(n) = O(f(n)) se existirem constantes, c; € m tais que,
para toda: > m, 0 valor deg(n) esta acima de, f(n) e abaixo de, f(n). Em outras palavras, para
todon > m, a fungcdog(n) é igual af (n) a menos de uma constante. Neste cgéo) & umlimite
assinbtico firme.

Exemplo: Sejag(n) = n?/3 — 2n. Vamos mostrar que(n) = ©(n?). Para isso, temos de obter
constantes;, ¢, e m tais quec;n® < in* — 2n < cyn? para todon > m. Dividindo porn? leva
ac < % — 2 < ¢,. O lado direito da desigualdade sera sempre valido paasyger valor de

n > 1 quando escolhemas > 1/3. Da mesma forma, escolhendp < 1/21, o lado esquerdo
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Figura 2. Exemplo gr é&fico para as notagc 6es Q2 e O

da desigualdade sera valido para qualquer valor de7. Logo, escolhendo, = 1/21, ¢, = 1/3
em = 7, & possivel verificar que?/3 — 2n = ©(n?). Outras constantes podem existir, mas o
importante & que existe alguma escolha para as trés otesta

O limite assintotico superior definido pela notagagode ser assintoticamente firme ou nao. Por
exemplo, o limite2n? = O(n?) € assintoticamente firme, mas o limite = O(n?) ndo & assintoti-
camente firme. A notaca@apresentada a seguir € usada para definir um limite suppréeonao &
assintoticamente firme.

Notacao o: O limite assintotico superior fornecido pela nota¢apode ser ou nao assintoticamente
restrito. Por exemplo, o limiten? = O(n?) & assintoticamente restrito, mas o limte = O(n?)

ndo &, portantdn = o(n?). Usamos a notacaopara denotar um limite superior que nao & assintoti-
camente restrito. Formalmente, uma fungéoe) & o( f(n)) se, para qualquer constanrte- 0, entao

0 < g(n) < cf(n) para todar > m.

Notacdo w: Usamos a notagao para denotar um limite inferior que nao & assintoticamesstrito.
Por exemplo, o Iimité‘fzE = Q(n?) & assintoticamente restrito, mas o Iim’@e: Q(n) nao &, portanto,
”72 = w(n). Mais formalmente, uma funcagdn) éw(f(n)) se, para qualquer constamte- 0, entao
0 <cf(n) < g(n) paratodor > m.

Para fins de comparacao de fun¢des, muitas das progesdalacionais de nimeros reais também
se aplicam a comparag0des assintoticas. No caso dasqutages seguintes, suponha ¢iie) e g(n)
sejam assintoticamente positivas.

1. Transitividade (valido também para O, (2, o ew):
f(n) = ©(g(n)) eg(n) = O(h(n)) implicam f(n) = O(h(n)).
2. Reflexividade (\alido também para O ef2):
f(n) = ©(f(n))
3. Simetria:
f(n) =0B(g(n)) se e somente sgn) = O(f(n))
4. Simetria de transposi@o:
f(n) =0O(g(n)) se e somente sen) = Q(f(n))
f(n) = o(g(n)) se e somente sgn) = w(f(n))

Regras de Simplifica@o

1. Sefi(n) = O(g:(n)) e fa(n) = Olgs(n)), eNtEOf; (n) + fo(n) esta enO(max(gu (n), g2(n))).
2. Sefi(n) = O(g:(n)) @ fo(n) = O(ga(n)), ent@ofy(n) fo(n) esta emO(g; (n)ga(n)).
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A seguir, descreveremos e compararemos as func¢oes déestidaple de algumas classes de proble-
mas gque surgem comumente na analise de algoritmos.

2. Classes de Comportamento Assintico

Sef & uma funcao de complexidade para um algorifientaoO( f) é consideradaemplexidade
assinbtica ou 0 comportamento assintotico do algoritio Igualmente, s¢ € uma funcao para
um algoritmoG, entaoO(g) & considerada a complexidade assintotica do algoritma\ relagao

de dominacao assintotica permite comparar funcdoesodglexidade. Entretanto, se as func@es
e g dominam assintoticamente uma a outra, entdo os algoriéissxsciados sao equivalentes. Nes-
tes casos, 0 comportamento assintdtico nao serve parnpacanos algoritmos. Por exemplo, dois
algoritmosF’ e GG aplicados a mesma classe de problemas, send@'deea trés vezes o tempo de
G ao serem executados, istofén) = 3g(n), sendo que)(f(n)) = O(g(n)). Logo, o comporta-
mento assintotico ndo serve para comparar os algorifre&’, porque eles diferem apenas por uma
constante.

Programas podem ser avaliados por meio da comparacaasiéusigdoes de complexidade, negligen-
ciando as constantes de proporcionalidade. Um programaecopo de execugd0(n ), por exemplo,

& melhor que um programa com tempo de execdd@gd). Entretanto, as constantes de proporciona-
lidade em cada caso podem alterar esta consideracaoxétopl®, &€ possivel que um programa leve
100n unidades de tempo para ser executado enquanto outraiéuemidades de tempo? Qual dos
dois programas & melhor?

A resposta a essa pergunta depende do tamanho do problemax@ecgtado. Para problemas de
tamanhon < 50, 0 programa com tempo de execu¢add &€ melhor do que o programa com tempo
de execucad00n. Para problemas com entrada de dados pequena é preteséwed programa cujo
tempo de execugdo@(n?). Entretanto, quando cresce, o programa com tempgn?) leva muito
mais tempo que o progranii(n).

A maioria dos algoritmos possui um parametro que afeta poaie execucao de forma mais signifi-
cativa, usualmente o nimero de itens a ser processadmdtataetro pode ser o niumero de registros
de um arquivo a ser ordenado, ou o0 numero de nos de um grafpridcipaisclasses de problemas
possuem afin¢des de complexidadelescritas abaixo:

1. f(n) = O(1). Algoritmos de complexidad®(1) sao ditos deomplexidade constante O
uso do algoritmo independe do tamanhordeNeste caso, as instrucdes do algoritmo sao
executadas um namero fixo de vezes.

2. f(n) = O(logn). Um algoritmo de complexidad@(logn) & dito tercomplexidade lo-
garitmica. Este tempo de execuc¢ao ocorre tipicamente em algoriguesesolvem um pro-
blema transformando-o em problemas menores. Nestes ca®mspo de execucao pode ser
considerado como menor do que uma constante grande. Qudnahil e a base do logaritmo
€ 2,log,n ~ 10, quandon & 1 milhao,log, n =~ 20. Para dobrar o valor degn temos de
considerar o quadrado de A base do logaritmo muda pouco estes valores: quandd
milh&ao, olog, n & 20 e dog,,n & 6.

3. f(n) = O(n). Um algoritmo de complexidad@(n) & dito tercomplexidade linear Em
geral, um pequeno trabalho & realizado sobre cada elerdenémtrada. Esta & a melhor
situacao possivel para um algoritmo que tem de processi@mentos de entrada ou produzir
n elementos de saida. Cada vez guinbra de tamanho, o tempo de execuc¢ao dobra.

4. f(n) = O(nlogn). Este tempo de execugao ocorre tipicamente em algorijuesesolvem
um problema quebrando-o em problemas menores, resolvadoumn deles independente-
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mente e depois ajuntando as solucdes (algoritmos contassaeristica obedecem ao para-
digma de “dividir para conquistar”). Quandcé 1 milhdo e a base do logaritmo &2pg, n

é cerca d&0 milhdes. Quanda & 2 milhdesy log, n € cerca de 20 milhdes. Quande 2
milhdes,n log, n & cerca de 42 milhdes, pouco mais do que o dobro.

5. f(n) = O(n?*). Um algoritmo de complexidad@(n?) & dito tercomplexidade quaditica.
Algoritmos desta ordem de complexidade ocorrem quandens de dados sao processados
aos pares, muitas vezes em um laco dentro de outro. Qua@aoil, o nUmero de operacdes
é da ordem de 1 milhdo. Sempre quelobra, o tempo de execucao & multiplicado por 4.
Algoritmos deste tipo sao Uteis para resolver probleneasihanho relativamente pequenos.

6. f(n) = O(n*). Um algoritmo de complexidad®(n*) € dito tercomplexidade dibica.
Algoritmos desta ordem de complexidade sao Gteis aparag@solver pequenos problemas.
Quandon & 100, o numero de operacgdes €& da ordem de 1 milhao. Sempre dobra, o
tempo de execucao fica multiplicado or

7. f(n) = O(2"). Um algoritmo de complexidad@(2") & dito tercomplexidade exponen-
cial. Algoritmos desta ordem de complexidade geralmente addis sob 0 ponto de vista
pratico. Eles ocorrem na solucao de problemas quandsasaforca bruta para resolvé-los.
Quandon & 20, o tempo de execucao & cerca de 1 milhao. Quandobra, o tempo de
execucao fica elevado ao quadrado.

8. f(n) = O(n!). Um algoritmo de complexidad@(n!) & também dito ter complexidade ex-
ponencial, apesar de quecamplexidade fatorial O(n!) tem comportamento muito pior
do que a complexidad@(2"). Algoritmos desta ordem de complexidade geralmente ocor-
rem na solucao de problemas quando sefolga bruta para resolvé-los. Quandoé 20,

20! = 2432902008176640000, um namero com9 digitos.

Um algoritmo cuja fungdo de complexidad®géc”), ¢ > 1, € chamado dalgoritmo exponencial

no tempo de execugdo. Um algoritmo cuja funcao de caxigdde €0(p(n)), ondep(n) & um
polindmio, & chamado dalgoritmo polinomial no tempo de execugao. A distingao entre estes dois
tipos de algoritmos torna-se significativa quando o tamalthproblema cresce. Esta & a razao pela
gual algoritmos polinomiais sao muito mais Gteis naipgatlo que algoritmos exponenciais.

Os algoritmos exponenciais sao geralmente simples ¥msade pesquisa exaustiva, enquanto al-
goritmos polinomiais sao geralmente obtidos medianterelitnento mais profundo da estrutura do
problema. Um problema & consideradtrat avel se ele & tao dificil que nao existe um algoritmo
polinomial para resolvé-lo, enquanto um problema é dsrado bem resolvido quando existe um
algoritmo polinomial para resolvé-lo.

Entretanto, a distincao entre algoritmos polinomiaisiefites e algoritmos exponenciais ineficientes
possui varias excegdes. Por exemplo, um algoritmo cowéio de complexidadg(n) = 2™ & mais
rapido que um algoritmg(n) = n° para valores de menores ou iguais 20. Da mesma forma,
existem algoritmos exponenciais que sao muito Uteis aticpr Por exemplo, o algoritmo Simplex,
frequentemente utilizado para programacao linear,passnplexidade de tempo exponencial para o
pior caso.

Infelizmente, porém, exemplos como o algoritmo Simplar ptorrem com frequéncia na pratica,
e muitos algoritmos exponenciais conhecidos nao saooniwétis. Considere, como exemplo, o
seguinte problema: umixeiro viajante deseja visitarn, cidade de tal forma que sua viagem inicie e
termine em uma mesma cidade, e cada cidade deve ser visitedanica vez. Supondo que sempre
exista uma estrada entre duas cidades quaisquer, o problenwntrar a menor rota que o caixeiro
vigjante possa utilizar na sua viagem. Um algoritmo simpéga esse problema seria verificar todas
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as rotas e escolher a menor delas. Como existeml)! rotas possiveis e a distancia total percorrida
em cada rota envolve adi¢cOes, entao o numero total de adi¢cdes. &onsiderando um computador
capaz de executdn® adicdes por segundo, o tempo total para resolver o pr@t@am50 cidades
seria maior do qu&0*5 séculos somente para executar as adicoes.

A seguir, faremos a analise assintotica de dois algostpara resolver o problema da ordenacao:
ordenacao por intercalacadlérgesorj e ordenacao por inser¢cao. Entdo compararemos assait
mente os dois algoritmos.

3. Analise de Algoritmos Recursivos

Muitos algoritmos Uteis sao recursivos em sua estrupaea resolver um dado problema, eles cha-
mam a Si mesmaos recursivamente uma ou mais vezes para lidasudgproblemas intimamente re-
lacionados. Em geral, esses algoritmos seguem uma abaraigsvidir e conquistarque envolve
trés passos em cada nivel da recursao:

1. Dividir o problema em um determinado nUmero de subproblemas;

2. Conquistar os subproblemas, resolvendo-os recursivamente. Pogdms,tamanhos dos sub-
problemas forem pequenos o bastante, basta resolver a®bléipas de maneira direta.

3. Combinar as solu¢des dos subproblemas para formar a solucao paodlema original.

Quando um algoritmo contém uma chamada recursiva a siipr@eu tempo de execucgao frequen-
temente pode ser descrito por uegua@o de recorénciaou recorréncig que descreve o tempo de
execucao global sobre um problema de tamankeon termos do tempo de execucao sobre entradas
menores. Entao, podemos usar ferramentas matematicasgsalver a recorréncia e estabelecer
limites sobre o desempenho do algoritmo.

Uma recorréncia para o tempo de execucao de um algorigndivillir e conquistar se baseia nos
trés passos do paradigma basico. Considerdfitas o tempo de execug¢ao sobre um problema de
tamanhar. Se o tamanho do problema for pequeno o bastante, digarospara alguma constante
¢, a solugao direta demorara um tempo constante, quedsyasemos)(1). Vamos supor que o
problema seja dividido em subproblemas, cada um dos quais cbft do tamanho do problema
original. Se levarmos o tempb(n) para dividir o problema em subproblemas e o tenmfie)
para combinar as solu¢des dadas aos subproblemas nasphra o problema original, obteremos a
recorréncia 0
O(1),sen <,
T(n) = { aT'(n/b) + D(n) + C(n), caso contrario (1)

Por exemplo, considere o problema de ordenacao que t®msis rearranjar um conjunto de ob-
jetos em uma ordem ascendente ou descendente. Um dosmtgogtie resolvem o problema de
ordenacgao é o algoritmo de ordenacao por intereal@gérgesor}. O Mergesortutiliza o paradigma
de divisao e conquista como segue: dado um vetor de tamartiada recursivamente o vetor a ser
ordenado em dois vetores até obteretores de um Unico elemento. Entao, intercale dois gstde
um elemento, formando um vetor ordenado de dois elemengpstaReste processo formando vetores
ordenados cada vez maiores até que todo o vetor estejaadmevieja um exemplo na Figura 3. e 0
pseudocodigo na Figura 4.

Para a analise ddergesort considere a comparacao de chaves a operacao rel@aatdeterminar
0 tempo de execucao do algoritmo. Observe que paveergesort temosa = b = 2 em 1 pois
cada instancia é dividida em dois subproblemas cujo tamara metade do problema original. Para
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Figura 3. O Mergesort aplicado sobre o arranjo A = (5,2,4,7,1,3,2,6). Os comprimentos
das sequ éncias ordenadas que est ao sendo intercaladas aumentam com a progress &o do
algoritmo da parte inferior at € a parte superior.

1: procedure MergeSort(var A: array[1..n] of integer; i, j: integer);
2 sei < j entado

3: m:=(+j—1)/2;

4: MergeSortf,i,m);

5: MergeSortd,m + 1,7);

6 Merge(@,i,m,j);

Figura 4. Algoritmo de ordena¢ &o por intercala¢ ao.

facilitar a analise, vamos supor que o tamanho do probkeomaad poténcia de dois (o que nao afeta
a ordem de crescimento da solucao para a recorréncidenfis desmembrar o tempo de execucao
COMo a sequir:

e Dividir: simplesmente calcula o ponto médio do subarranjo, 0 qu®deom tempo cons-
tante. Portanta)(n) = O(1).

e Conquistar: resolvemos recursivamente dois subproblemas; cada um tamamhon/2 e
contribui comT'(n/2) para o tempo da execugao.

e Combinar: o procedimentd ERGEem um subarranjo de elementos leva o temp®(n)
para intercalar os elementos. Assifi{n) = ©(n).

Desta forma, a recorréncia para o tempo de execli¢apdo pior caso ddlergesorté:

O(1),sen =1,
T(n) = { 2T (n/2) + ©(n) sen > 1. 2)

O Teorema Mestre, uma das técnicas de resolucao deé&aci@s, resolve recorréncias no formato
T(n) = aT(n/b) + f(n). Este formato descreve o tempo de execucdo de um algogu@alivide
um problema de tamanhoema subproblemas, cada um do tamamh®, ondea e b sSdo constantes
positivas. Os: subproblemas sao resolvidos recursivamente, cada unmpmtE(n/b). O custo de
dividir o problema e combinar os resultados dos subproldesescrito pela funcdf(n).
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A recorréncia que surge do Mergesorttem 2,b = 2 e f(n) = O(n). De acordo com o método, se
f(n) = ©(n'°#:2), entaol’ (n) = O(n'&21gn). Comof(n) = O(n), a resolugao desta recorréncia
€ 0(nlog,n) o que faz davlergesortum algoritmo 6timo ja que foi provado que o limite inferao
problema de ordenagao por comparacdd#logn). Tecnicamente, na realidade a recorréncia do
Mergesort ndo esta bem definida, porgyé poderia ndo ser um inteiro. Porém, a substituicao de
cada um dog termosT'(n/b) porT'(|n/b]) ouT([n/b]) ndo afeta 0 comportamento assintotico da
recorréncia. Por esta razao omitimos as funcgdes pistoe t

Considere agora outro algoritmo para o problema de ordenagnhecido comardenago por
inser@o: tendo ordenado o subarranjdl..; — 1], insira o elemento isoladd[j] em seu lugar
apropriado, formando o subarranjo ordenado..;] (veja o pseudo-codigo na Figura 5).

1: procedure Insertion-Sort(A);

2 for j := 2 to comprimentod) do

3 chave := A[j];

4: Comenério: o codigo abaixo insered[j] na seqéncia ordenada[1..j — 1]
5: i:=7—1;

6: while ¢ > 0 and A[i] > chave do

7 Ali + 1] == Ali);

8 1:=1—1;

9 Ali + 1] := chave;

Figura 5. Algoritmo de ordena¢ &o por inser¢ ao.

SejaT’(n) a fungéo que conta o numero de comparagdes de chaves@mero de chaves a serem
ordenadas. No melhor caso, quando o arranjo ja esta atdendaco da linha 6 & executado uma
Unica vez quando entao o algoritmo descobre dlig < chave. Como o lago da linha 2 executa
n — 1 vezes, a complexidade do algoritmo no melhor cag¢8 =n — 1 = O(n).

Considere agora o pior caso do algoritmo que acontece quamgi@njo esta ordenado na ordem
inversa. Neste caso, devemos entao comparar cada eleghtomm cada elemento do subarranjo
ordenado inteiroA[1..; — 1] e, assim, o nUmero de vezes que o lago da linha 6 & execeitadG +
...+ nvezes que pode ser expressa por uma progressao aritmética

2+3+...+n:ij:W—lzi(j—l):@:@(rﬂ).

Portanto, o tempo de execuc¢ao no pior caso da ordenagaogercao € uma funcao quadraticande
Logo, o Mergesorte assintoticamente mais eficiente que a ordenacao pEncas Entretanto, vale
ressaltar que a ordenagao por insercao & mais inggriesgara arquivos com menosafeelementos,
podendo ser mesmo mais eficiente do qudargesort Alem disso, para arquivos ja ordenados, o
tempo de execucao € linear.

4. Concluso

Parte fundamental da complexidade de algoritmos, a atdislgoritmos & fundamental para ajudar
no projeto de algoritmos eficientes, seja na escolha de unitahgp entre outros ja existentes, seja no
desenvolvimento de um algoritmo para um problema aindaegavido. Por isso, nds discutimos,
ainda que brevemente, a notagao assintotica e alguassosclteis frequentemente empregados na
analise de algoritmos.



Existem ainda outros recursos utilizados na analise dplexdade de um algoritmo. Por exemplo,
se o0 algoritmo é recursivo, frequentemente, pode ser €@rEOMO uma recorréncia que pode ser
resolvida por técnicas de analise de algoritmos tais corivtetodo Mestre, drvore de Recursao
ou o Método por Substituicdo no qual supomos um limiteikzamos indu¢cdo matematica para
descobrir se o limite esta correto.

Enquanto a teoria de analise de algoritmos estuda a amdisomplexidade de algoritmos, a teoria
da complexidade estuda a classificacao de problemas ceembacomplexidade dos algoritmos que
os resolvam. Neste contexto, alguns problemas classiicamoo NP-dificeis - para 0s quais nao se
conhece qualquer algoritmo de tempo polinomial - necessifae outras alternativas de projeto de
algoritmos sejam empregadas tais como algoritmos heassalgoritmos randomizados, algoritmos
aproximativos, dentre outras opc¢oes.
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