Recursividade e divifio e conquista

1. Introducao

O projeto de algoritmos para a resolucao de problemas daeinaaeficiente € grandemente facili-
tado quando se tem em mente algumas abordagens comunsl fiiana Apresentamos, neste texto,
algumas dessas técnicas — a saber: recursao e divisag@ista — com as suas respectivas aborda-
gens para determinarmos as complexidades temporais decéretos algoritmos obtidos com essas
técnicas.

2. Recursao

Um algoritmo & recursivo se chama a si mesmo para fazergageu trabalho. Para esta abordagem
ser bem sucedida, a chamada a si mesma deve ser para um @rotdeor que o original. Em geral,
um algoritmo recursivo deve ter duas partes: o caso bas#rapstha uma entrada simples que pode
ser resolvida sem necessitar de uma chamada recursivaste aquarsiva que contém uma ou mais
chamadas recursivas do algoritmo onde os parametras est@aerta forma, mais perto do caso base
gue aqueles da chamada original. Veja abaixo a funcaosigaypara calcular o fatorial de um inteiro
n. Alinha2 é o caso base do problema e a lish&aa parte recursiva.

1: function Fat(n: integer):integer;
2: if n = 1thenreturn 1;
3: else returnn x Fat(n — 1);

O uso da recursividade geralmente permite uma descrigéoatara e concisa dos algoritmos, espe-
cialmente quando o problema a ser resolvido & recursivoginireza ou utiliza estruturas recursivas
como arvores. A forma usual de se implementar um procedowenursivo &€ por meio de uma pilha,
na qual sao armazenados 0s parametros para cada chamada slebrotina que ainda nao terminou
de processar. Todos os dados nao globais vao para a piisag gstado corrente da computacao
deve ser registrado para que possa ser recuperado de umativagao de uma subrotina recursiva,
guando a ativacao anterior devera prosseguir.

A técnica basica para demonstrar que uma repeticaartarendefinir uma funcag(x), ondex & o
conjunto de variaveis do programa, tal que:

1. f(z) < 0implica a condicao de término;
2. f(x) & decrementada a cada iteracao.

E necessario mostrar que o nivel mais profundo de regsega nao apenas finito, mas também possa
ser mantido pequeno, pois, na ocasiao de cada ativagasie de uma subrotind, uma parcela de
memoria & necessaria para acomodar variaveis a cadedaa

Algoritmos recursivos sao apropriados quando o probles& aesolvido ou os dados a serem trata-
dos sao definidos em termos recursivos (pode citar exengpgbusica em arvores, como pré-ordem).
Entretanto, isso nao garante que um algoritmo recursivmélhor caminho para resolver o problema.
Por exemplo, no calculo dos numeros de Fibonacci, o pnagracursivo € extremamente ineficiente
pois recalcula o mesmo valor varias vezes. Veremos logmsslgue a programacgao dinamica & mais
eficaz para resolver esse problema. Assim, devemos evitr daurecursividade quando existe uma
solucao 6bvia por iteracao. Programas recursivogpggsuem chamadas ao final do codigo sao ditos
terem recursividade de cauda e sao facilmente transf@isi@m uma versao nao recursiva.



O tempo de execucao dos algoritmos recursivos pode seritdggor uma recorréncia, que &€ uma
equacao ou desigualdade que descreve uma funcao emstelenseu valor em entradas menores.
Podemos entao utilizar ferramentas matematicas pacdveesa recorréncia e fornecer limites da
performance do algoritmo.

A seguir, introduzimos o paradigma conhecido como divisamnquista, que geralmente aparece
combinado com recursividade na resolucao de problem@ifioEalaremos um pouco a respeito da
complexidade de algoritmos recursivos.

3. Divisao e conquista

O paradigma divisao e conquista consiste em dividir o @il a ser resolvido em partes menores
(subproblemas), encontrar solucdes para os subprobleraatdao combinar as solugdes obtidas em
uma solucao globakE utilizada para resolver diversos problemas como, por pkema ordenacao
de um conjunto de elementos. Exemplos sao os algori@uiksort e Mergesort que utilizam recur-
sividade e divisao e conquista.

Considere o funcionamento do algoritmo de ordenacaonperdalacaoNlergesort): divida recursi-
vamente o vetor a ser ordenado em dois vetores até olvietores de um Unico elemento. Intercale
dois vetores de um elemento, formando um vetor ordenadoideslmnentos. Repita este processo
formando vetores ordenados cada vez maiores até que todtmoesteja ordenado (veja o pseu-
docbédigo na Figura 1).

1: procedure MergeSort(var A: array[1l..n] of integer; ¢, j: integer);
2 sei < j entao

3: m:=(G{+j—1)/2;

4: MergeSortf,i,m);

5: MergeSortd,m + 1,7);

6 Merge(@,i,m,j);

Figura 1. Algoritmo de ordena¢ &o por intercala¢c &o

Consideréel’(n) o tempo de execugao de um problema de tamandsuponha que o problema seja
dividido ema subproblemas, cada um dos quais com tamanfhoParan suficientemente pequeno,

menor do que uma constantediremos que o tempo de execugao & constanté). Se levarmos

o tempoD(n) para dividir o problema em subproblemas e o ter@fjn) para combinar as solugdes

dadas aos subproblemas na solug¢ao para o problema grigmas

| ©(1),sen <,
T(n) = { aT(n/b) + D(n) + C(n) caso contrario @)

Para o algoritmdlergesort, temos: = b = 2, ou seja, cada instancia é dividida em dois subproblemas
cujo tamanho & a metade do problema original. Para facditnalise, vamos supor que o tamanho
do problema & uma poténcia de dois (0 que nao afeta a ordecnedcimento da solugao para a
recorréncia). Podemos desmembrar o tempo de execugimaseguir:

e Dividir: simplesmente calcula o ponto médio do subarranjo, 0 qu®deom tempo cons-
tante. PortantaD(n) = O(1).

e Conquistar: resolvemos recursivamente dois subproblemas; cada um tamamhon/2 e
contribui comT'(n/2) para o tempo da execugao.

e Combinar: o procedimentdERGE em um subarranjo de elementos leva o temp®(n)
para intercalar os elementos. Assifi{n) = ©(n).
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Desta forma, a recorréncia para o tempo de execli¢apdo pior caso ddergesort é:

| ©(1),sen =1,
Tn) = { 2T (n/2) + ©(n) sen > 1. 2)

O Teorema Mestre &€ um método de resolucao de recoagnoi formatd’(n) = aT'(n/b) + f(n).
Este formato de recorréncia descreve o tempo de execdacam algoritmo que divide um problema
de tamanho em a subproblemas, cada um de tamanh®, ondea e b sdo constantes positivas.
Osa subproblemas sao resolvidos recursivamente, cada unmpotE(n/b). O custo de dividir o
problema e combinar os resultados dos subproblemas étdgseia funcaof (n).

A recorréncia que surge ddergesort tema = 2,b = 2 e f(n) = ©(n). De acordo com o método, se
f(n) = ©(n'er2), entadl'(n) = O(n'°&21gn). Comof(n) = O(n), a resolugao desta recorréncia &
©(nlgn). Tecnicamente, na realidade a recorréncidiéogesort nao esta bem definida, porqugéb
poderia nao ser um inteiro. Porém, a substituicdo da catdos: termosT’(n/b) porT(|n/b]) ou
T([n/b]) nao afeta o comportamento assintotico da recorrénciae$ta razado omitimos as funcdes
piso e teto.

Uma das vantagens dos algoritmos de divisao e conquiste 8e&ps tempos de execug¢ao sao, em
geral, facilmente determinados por técnicas de anakselgoritmos tais como o Método Mestre
utilizado acima, o Método de Substituicao e o Métodéd\dere de Recursao.

4. Concluso

Neste texto, abordamos algumas técnicas importantesofet@e analise de algoritmos eficientes.

Discutimos as técnicas de divisao e conquista e recdesig, bem como a combinacao de am-
bas. Nesse contexto, quando efetuamos a decomposican geoblema em subproblemas, pro-

curamos fazé-la de modo que o nimero de problemas sefetieno quanto possivel para que a
decomposicao nao se torne onerada (sobrecarregada)egmo tempo, porém, os subproblemas ob-
tidos devem ser de tamanhos tao proximos quanto pos#leste topico, poderiamos ainda discutir

a técnica de balanceamento que corresponde a deco@pogigm problema em subproblemas com
a preocupacao do nimero e do tamanho dos subproblemas.



