Arvores AVL

Leticia Rodrigues Bueno

2 de agosto de 2013



Relembrando: arvores binarias de busca

» Objetivo: minimizar tempo de acesso no pior caso.



Relembrando: arvores binarias de busca

» Objetivo: minimizar tempo de acesso no pior caso.

» Idéia: Para cada chave, separe as restantes em maiores ou
menores.



Relembrando: arvores binarias de busca

» Objetivo: minimizar tempo de acesso no pior caso.

» Idéia: Para cada chave, separe as restantes em maiores ou
menores.

» Estrutura hierarquica com divisdo binaria: uma drvore bindria.



Relembrando: arvores binarias de busca

» Objetivo: minimizar tempo de acesso no pior caso.

» Idéia: Para cada chave, separe as restantes em maiores ou
menores.

» Estrutura hierarquica com divisdo binaria: uma drvore bindria.



Relembrando: complexidade da busca em arvore binaria

» Busca em arvore binaria = caminho da raiz até chave desejada
(ou até uma folha, caso chave nio exista).

A




Relembrando: complexidade da busca em arvore binaria

» Busca em arvore binaria = caminho da raiz até chave desejada
(ou até uma folha, caso chave nio exista).

A

v

» Pior caso: maior caminho da raiz até folha



Relembrando: complexidade da busca em arvore binaria

» Busca em arvore binaria = caminho da raiz até chave desejada
(ou até uma folha, caso chave nio exista).

A

v

» Pior caso: maior caminho da raiz até folha = altura da arvore



Relembrando: complexidade da busca em arvore binaria

» Busca em arvore binaria = caminho da raiz até chave desejada
(ou até uma folha, caso chave nio exista).

A

v

» Pior caso: maior caminho da raiz até folha = altura da arvore

» Complexidade pior caso: O(h)



Relembrando: complexidade da busca em arvore binaria

» Busca em arvore binaria = caminho da raiz até chave desejada
(ou até uma folha, caso chave nio exista).

A

» Pior caso: maior caminho da raiz até folha = altura da arvore

» Complexidade pior caso: O(h) (como otimizar pior caso?)
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» Arvore 6tima: minimiza tempo de busca (no pior caso)

» Arvore completa, altura: h = |logn| +1
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» complexidade temporal no pior caso: O(log n)
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Relembrando: construcdo de arvore 6tima

» Estrutura fixa: chaves pré-determinadas.

» Dado um conjunto com n chaves, é possivel construir a arvore
6tima em tempo O(n3) (ou O(n?) se usarmos um algoritmo
mais elaborado).

» Para manter a arvore 6tima, deveriamos executar o algoritmo a
cada insercdo: impraticavel!

» Podemos manter complexidade de pior caso da insercdo em
O(log n)?
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» Arvore com altura 2log n, complexidade temporal no pior caso
O(log n)

» Arvore com altura ¢; log n + ¢», complexidade temporal no pior
caso O(logn)

» Nem toda arvore com altura O(log n) é 6tima, mas a
complexidade assintética temporal de pior caso para a busca é
igual a de uma arvore 6tima.

Definicdo: Arvore binaria balanceada é aquela com altura O(log n)

Mais facil de construir que arvore étima?
Como garantir que uma arvore binaria é balanceada?
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Para cada né x, defina:
» hg(x): altura sub-arvore a esquerda

» hp(x): altura sub-arvore a direita

}LE hD

» Propriedade AVL: |hg(x) — hp(x)| <1
» N6 regulado: satisfaz propriedade AVL.

» Arvore AVL: todos nés regulados.

(Curiosidade: AVL = Adelson-Velskii, G. e Landis, E. M.)
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Queremos inserir nova chave:
» mantendo a regulagem de todos os nés
» em tempo razoavel

Nossa estratégia:

1. Insercdo como &rvore binaria comum.
2. verificar se existem nés desregulados.

3. se existem, tornar os nés regulados.
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g n6 inserido, p ancestral desregulado, v filho de p na mesma
subarvore de g.
Resumo dos casos:

» Caso 1: hg(p) > hp(p)
» Caso 1.1: hg(u) > hp(u) = rotacdo direita
» Caso 1.2: hg(u) < hp(u) = rotacdo dupla direita
» Caso 2: hg(p) < hp(p)
» Caso 2.1: hg(u) < hp(u) = rotacdo esquerda
» Caso 1.2: hg(u) > hp(u) = rotacdo dupla esquerda

)
Operacdo de rotacdo: O(1) (ajustar ponteiros p.esq, p.dir, u.esq,
u.dir).
Encontrar p: O(log n) (caminhar de g na direcdo da raiz)
Regular p torna a arvore AVL. Por qué?
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InsereAVL(néd, chave)
if chave < né 1 .chave then
if n6 T .ptesq # A then
InsereAVL(né 1 .ptesq, chave)
else
né 1 .ptesq = NovoN6(chave)
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Arvores AVL: algoritmo para inser¢do

InsereAVL(nd, chave)
if chave < né 1 .chave then
if n6 1 .ptesq # A then
InsereAVL(né 1 .ptesq, chave)
if he(nd) > hp(nd)+ 1 then {Caso 1}
u < nd 7T .ptesq
if he(u) > hp(u) + 1 then {Caso 1.1}
RotagdoDireita(nd, u)
else {Caso 1.2}
v < u 1 .ptdir
Rotac¢doDuplaDireita(né, u, v)

else
né 1 .ptesq = NovoN6(chave)
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v

O calculo de hg e hp demanda tempo O(log n).
Esse calculo é feito uma vez para cada né entre g e a raiz.
Namero de operagdes: O(log nlogn) excede o desejado!

Na verdade, n3o preciso saber exatamente hg e hp, mas
apenas se um né esta desregulado e qual subarvore € a maior.

Uso de um campo bal € {—1,0,1} para armazenar o balanco
de cada né: bal := hp — he.

A cada insercdo, atualizo o balanco dos ancestrais de q. Se
algum balanco tornar-se —2 ou 2, faco as rotacdes apropriadas.

Um novo né tem balanco 0.
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1. faca a remogdo como na arvore de busca binaria: O(log n)

2. se outro né ocupar o lugar do né removido, atualize os
balancos desde o pai desse né até a posicdo atual do né:
O(log n)

3. percorra o caminho desde o pai do né removido até a raiz,

fazendo as operacdes de rotacdo aprorpiadas (pode ser mais de
uma): O(logn)

Total: O(log n).
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Arvore binaria de busca 6tima: insercdes/remogdes ndo sdo
vidveis.
Arvore binaria balanceada: alternativa suficientemente boa.

Arvores balanceadas s3o muito usadas na vida real: ex.
TreeMap e TreeSet do Java.util. Em C++, Map e Set do
STL.

Arvore AVL: tipo de arvore balanceada.

Busca, insercdo, remocdo em arvore AVL: O(log n).

Préxima aula: mais arvores balanceadas — Arvores vermelho-pretas
(red-black trees).
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